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MECANIQUE DES SOLIDES. - Equation d'etat au troisieme ordre pour les so/ides 
cristallins appartenant aux systemes qui ont un axe de symbrie principal. Note de 
Mlle Michele Delannoy et M. Gerard Perrin, presentee par M. Paul Germain. 

On etudie un developpement en serie de Taylor (au troisieme ordre par rapport aux composantes 
du tenseur des deformations de Green-Lagrange) de la pression s'exer~ant sur un solide cristaliin. 
On obtient une equation d'etat dont I'expression analytique a ia meme forme pour les cristaux 
des systemes hexagonal, rhomboedrique et quadratique. La formulation generaie est ensuite appliquee 
au calcul des courbes de compressibilite isotherme du zinc, du quartz et de i'etain. 

Dans une precedente Note e) nous avons etudie une equation d'etat au troisieme ordre 
pour les so]jdes cristallins appartenant uniquement au systeme hexagonal. Nous avons 
pour but de generaliser ce modele d'equation d'etat a tous les systemes cristallins qui 
possedent un axe de symetrie principal d'ordre superieur ou egal a 3; dans ces systemes 
chaque axe de symetrie (autre que l'axe principal) est orthogonal a l'axe principal, de 
plus chaque plan de symetrie passe par cet axe ou lui est orthogonal CZ). Le fondement 
d'une theorie au troisieme ordre est contenu dans Ie developpement suivant de l'energie 
libre f du cristal : 

- v- - - V- - - - - -
f(A, T) = f(O, T)+ - CjjkIAijAk/+ - CjjklmnAijAkIAllln-YijAijevib(T), 

2! 3! 
(1) 

les indices i, j, ... variant de 1 a 3. C jjkl et Cjjklmn sont les constantes elastiques des deuxieme 
et troisieme ordres evaluees dans la configuration naturelle du solide (no tee partout avec 

une barre) pour laquelle Ie volume specifique est V. Les Yij sont les composantes du tenseur 
de Grlineisen (y); eVib (T) est l'energie interne specifique due aux vibrations des parti­
cules autour de la configuration naturelle, fonction uniquement de la temperature absolue T. 

Enfin, les Aij sont les composantes du tenseur de Green-Lagrange (A) mesurant la defor­
mation de la configuration naturelle (pression P = 0, temperature T = 0) a la configuration 
d 'equilibre (pression P, temperature T). On a 

ou les Fi} sont les elements de la matrice gradient de la deformation (F). L'ega]jte (1) 
est valable pour les cristaux de toutes symetries. La pression d'equilibre Pest ensuite 
donnee par l'equation 

(2) P = - - (oij+2AIj) --=- , 1 - (a j ) 
3V aA jj T 

qui resulte de I'application du premier principe de la thermodynamique. 

L'expression (1) permet egalement d'obtenir, en fonction de la deformation et de la 
temperature, les modules elastiques isothermes du solide cristallin sous la forme e) : 

(3) 

avec 
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1. EQUATION D 'ETAT AU TROISIEME ORDRE POUR LES CRISTAUX DES SYSTEMEs RHOMBo­

EDRIQUE ET HEXAGONAL. - Les systemes rhomboedrique et hexagonal sont caracterises 
respectivement par un axe de symetrie principal d'ordre 3 et d'ordre 6. Dans ce paragraphe 
les composantes des tenseurs sont rapportees a la base orthonormee directe [JI (Xl> xz, X3) 

telle que X3 soit colineaire a l'axe d'ordre 3 ou d'ordre 6. On sait que la symetrie d'un cristal 
est reliee a la symetrie de ses proprietes physiques par Ie principe de Neumann. Ainsi, 
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pour un cristal du systeme hexagonal ou rhomboedrique, on a les relations suivantes 
entre les constantes elastiques (4) : 

en utilisant la notation generale de Voigt. 

D'autre part, en compression uniforme, les seules composantes non nulles dans [JI 
- -

des tenseurs de Green-Lagrange (A) et de Griineisen (1) sont respectivement : At> 

A2 = At> A3 et 1t> 1z = 11, 13' Les formules (1) et (2), compte tenu de ce qui precede, 
conduisent a l'equation d'etat, valable a la fois pour les cristaux du systeme hexagonal 
et du systeme rhomboedrique : 

(4) P = - 3~(2(X+Y)Al +(4x+W+X)Ai+2W A~+(2y+z)A3 

ou l'on a pose 

+(2Z+ Y+ ~)A~+ZA~+2(4Y+X+Y)AIA3+6XAiA3 

+6YA1 A~ - eVI~T) [211 (1 +2A1)+Y3 (1 +2A3)]), 
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2. EQUATION D'ETAT AU TROISIEME ORDRE POUR LES CRISTAUX DU SYSTEME QUADRATIQUE. 

Le systeme quadratique est caracterise par un axe de symetrie principal d'ordre 4. Dans 
ce cas, on choisit la base &B de facton que X3 soit colineaire a l'axe d'ordre 4. Les relations 
entre les constantes elastiques des deuxieme et troisieme ordres sont main tenant (4) 

Si on pose encore 

et 

l'equation d'etat (4) est valable pour un cristal du systeme quadratique et garde la meme 
- -

expression analytique moyennant Ie remplacement de W par W'. 
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APPLICATIONS. - Les coefficients inconnus V, 11> 13 de l'equation d'etat (4) peuvent 

etre determines en fonction de Yo, A~, A~, ct.~, ct.~. Ces quantites sont evaluees dans la 
configuration initiale no tee «zero» qui correspond a P = 0 et T = TO (temperature 
ambiante); ct.! (T) et ct.3 (T) sont respectivement les coefficients de dilatation thermique 
(fonctions de la temperature) dans les directions orthogonale et paralIe1e a l'axe de 
symetrie principal. Une bonne representation des variations avec la temperature des coef­
ficients de dilatation est donnee par les expressions suivantes 

(5) 

(6) 

De telles egalites peuvent etre obtenues a partir de valeurs experimentales des 
coefficients de dilatation a differentes temperatures en utilisant une approximation 
polynomiale par les moindres carres. Le tenseur des deformations dfr it la dilatation ther-
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mique entre les configurations correspondant a P = 0, T = ° et P = 0, T = TO a ' pour 
composantes non nulles : 

(7) 

(8) 

A~ = (X~To = DiO TO+D ll (TO)l +D12 (To)\ 

A~ = (X~ TO = D30 TO + D31 (TO)l + D3l (TO)3. 

Les autres coefficients : X, y, z, W (ou W'), X, Y, Z sont ensuite evalues ct) en fonction 
des quantites mesurees dans I 'etat initial 

Nous avons applique ce qui precede au zinc (hexagonal), au quartz (rhomboedrique) 
et a l'etain (quadratique). Les coefficients calcules sont 

x y z W (ou W ') X Y Z 11 13 

Zn . . .. . ... . . 2,11 0, 55 0,72 -23,0 -5,0 - 3,3 - 6,5 2,40 2,26 
SiOz . . ... ... . 1,00 0,14 1,12 - 10,7 -3,2 -2,5 - 9,7 0,48 0,39 
Sn .... . ..... 1,46 0,39 1,03 -21,7 - 3,2 -2,0 -13 ,3 2,55 3,34 

Ces resultats sont exprimes en 1012 dynes/cml, sauf Y 1 et Y 3 qui sont sans dimension. 

Nous avons trace la courbe de compressibilite a temperature ambiante pour Zn, Sial' 
Sn, a partir de l'equation (4), et nous avons confronte nos resultats aux courbes exp6ri­
mentales de Bridgman (1948) CS) et McWhan (1965-1967) [(6), en 

Une theorie au troisieme ordre a l'interet de faire apparaitre la dilatation thermique, 
les coefficients de Griineisen lies a la non-linearite des vibrations des particules et la 
dependance par rapport a la pression des modules elastiques. Cependant la temperature 
n'apparait qu 'implicitemem dans l'energie libre de vibration et Ie domaine d'application 
de cette theorie reste limite. 

Pour prendre en compte de maniere plus complete les effets thermiques et egalement 
pour atteindre des compressions plus elevees (en supposant qu'it ne se produise pas de 
changement de phase), it est necessaire d'inclure des termes d'ordre superieur dans Ie 
developpement de l'energie libre. La theorie du troisieme ordre telle que nous l'avons 
developpee n 'est qu'une etape en vue de I'etude, au quatrieme ordre, des effets de pression 
sur les solides cristallins appartenant aux systemes qui ont un axe de symetrie principal. 
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