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M}’ECANiQUE DES SOLIDES. — Equation d’état au troisiéme ordre pour les solides
cristallins appartenant aux systémes qui ont un axe de symétrie principal. Note de
Mle Micheéle Delannoy et M. Gérard Perrin, présentée par M. Paul Germain.

On étudie un développement en série de Taylor (au troisiéme ordre par rapport aux composantes
du tenseur des déformations de Green-Lagrange) de la pression s’exergant sur un solide cristallin.
On obtient une équation d’état dont 1’expression analytique a la méme forme pour les cristaux
des systemes hexagonal, rhomboédrique et quadratique. La formulation générale est ensuite appliquée
au calcul des courbes de compressibilité isotherme du zinc, du quartz et de ’étain.

Dans une précédente Note (') nous avons étudié une équation d’état au troisiéme ordre
pour les solides cristallins appartenant uniquement au systéme hexagonal. Nous avons
pour but de généraliser ce modéle d’équation d’état a tous les systémes cristallins qui
possédent un axe de symétrie principal d’ordre supérieur ou égal a 3; dans ces systémes
chaque axe de symétrie (autre que 1’axe principal) est orthogonal & 1’axe principal, de
plus chaque plan de symétrie passe par cet axe ou lui est orthogonal (*). Le fondement
d’une théorie au troisiéme ordre est contenu dans le développement suivant de 1’énergie
libre f du cristal :

- P o i mma _m
(1) f(A, T)=f(0, T)+5Cijkl Aij Akl+3-'cijklmn Aij Ay Amn_'Yij Aij eyip (T),

les indices , /,. .. variant de 1 a 3. C;; et C;j, sOnt les constantes €lastiques des deuxiéme
et troisieme ordres évaluées dans la configuration naturelle du solide (notée partout avec
une barre) pour laquelle le volume spécifique est V. Les v;; sont les composantes du tenseur
de Griineisen (y); e,;, (T) est I’énergie interne spécifique due aux vibrations des parti-
cules autour de la configuration naturelle, fonction uniquement de la température absolue T.
Enfin, les K, ; sont les composantes du tenseur de Green-Lagrange (X) mesurant la défor-
mation de la configuration naturelle (pression P = 0, température T = 0) & la configuration
d’équilibre (pression P, température T). On a

S 1 —
Au 5 E(Fktij - 5;';),

ou les IEU sont les éléments de la matrice gradient de la déformation (F‘). L’égalité (1)
est valable pour les cristaux de toutes symétries. La pression d’équilibre P est ensuite

donnée par I’équation
1 = )
(2) P = - -(6‘1+2AU) Tf‘ 5
v 0A;; )t
qui résulte de I’application du premier principe de la thermodynamique.

L’expression (1) permet également d’obtenir, en fonction de la déformation et de la
température, les modules élastiques isothermes du solide cristallin sous la forme (%) :

. s e i = =
(3) Cijkl (A’ T) =—P 8ijkl + V|Fim an ka qu (Cmnpq ¥ Cmnpqrs Ars)a
avec
Sijri = —0;;0,+08,; 8440, 8.
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1. EQUATION D’ETAT AU TROISIEME ORDRE POUR LES CRISTAUX DES SYSTEMES RHOMBO-
EDRIQUE ET HEXAGONAL. — Les systémes rhomboédrique et hexagonal sont caractérisés
respectivement par un axe de symétrie principal d’ordre 3 et d’ordre 6. Dans ce paragraphe
les composantes des tenseurs sont rapportées a la base orthonormée directe % (x,, X,, X3)
telle que x; soit colinéaire a I’axe d’ordre 3 ou d’ordre 6. On sait que la symétrie d’un cristal
est reliée a la symétrie de ses propriétés physiques par le principe de Neumann. Ainsi,
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pour un cristal du systéme hexagonal ou rhomboédrique, on a les relations suivantes
entre les constantes élastiques (%) :

Cy2=Cyy; Cy3 =Cy3; Ciaz= Cu1“czzz+cuz;
Ci23 = Cyy3; Ci33 =Cy33,

en utilisant la notation générale de Voigt.

D’autre part, en compression uniforme, les seules composantes non nulles dans %
des tenseurs de Green-Lagrange (X) et de Griineisen (y) sont respectivement : Xl,
A, = A,, As et 71, Y2 = 71, 73 Les formules (1) et (2), compte tenu de ce qui précéde,
conduisent & I’équation d’état, valable a la fois pour les cristaux du systéme hexagonal
et du systéme rhomboédrique :

v 3 VB | o A
) P = ﬁ(z(;+y)Al+(4x+W+X)A§+2WA2+(2y+z)A3

+(22+§+§>K§+EX§+2(4§+)—<+?)X133+6§X§Kz

r67A, M- 500025, (142847, 0+28)]).

ou I’on a posé

x= 611+C1z;

W=2C111+3C112—szz; X =Cy13+Cy233
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2. EQUATION D’ETAT AU TROISIEME ORDRE POUR LES CRISTAUX DU SYSTEME QUADRATIQUE.
Le systéeme quadratique est caractérisé par un axe de symétrie principal d’ordre 4. Dans
ce cas, on choisit la base # de fagon que x5 soit colinéaire a 1’axe d’ordre 4. Les relations
entre les constantes élastiques des deuxiéme et troisiéme ordres sont maintenant (*) :

(_:22=6u§ E:23=(—:13§ E:122=(_:112§
E222 = (_:111§ 6223 = E113; 6233 = 6133-
Si on pose encore
§=611+612§ ;’=6133 E=633;
)A(=6113+61235 §=6133§ i=6333 et W'=C111+36112,

I’équation d’état (4) est valable pour un cristal du systéme quadratique et garde la méme
expression analytique moyennant le remplacement de W par W',
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APPLICATIONS. — Les coefficients inconnus V, yy, y; de I’équation d’état (4) peuvent
étre déterminés en fonction de Vo, A9, AJ, af, a3. Ces quantités sont évaluées dans la
configuration initiale notée « zéro » qui correspond & P =0 et T = T° (température
ambiante); o, (T) et o3 (T) sont respectivement les coefficients de dilatation thermique
(fonctions de la température) dans les directions orthogonale et paralléle 4 I’axe de
symétrie principal. Une bonne représentation des variations avec la température des coef-
ficients de dilatation est donnée par les expressions suivantes :

(%) oy (T) = Dyo+Dy; T+Dy, T?,
(6) o3 (T) = D3o+ D3, T+D;, T
De telles égalités peuvent étre obtenues a partir de valeurs expérimentales des

coefficients de dilatation a différentes températures en utilisant une approximation
polynomiale par les moindres carrés. Le tenseur des déformations dii a la dilatation ther-
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mique entre les configurations correspondant a P =0, T=0et P =0, T = T° a pour
composantes non nulles :

(7 Zf =03 T® = Dy T+ Dy, (T°)* + Dy, (T,

®) A = o TP = Dy T4 D) (T2 + Din (P,

Les autres coefficients : X, y, z, W (ou W), X, Y, Z sont ensuite évalués (*) en fonction
des quantités mesurées dans 1’état initial

0 _ 0 B 0_ (0 . 0_ 0 .
x=Cp+Cip; ¥y =Cis;  z =C3;

()
oP J+lo” oP J+lo’ P J1lo

Nous avons appliqué ce qui précéde au zinc (hexagonal), au quartz (rhomboédrique)
et a I’étain (quadratique). Les coefficients calculés sont :

x y z W (ou W) X Y Z i Vs

Z11 0,35 0572 —23,0 —5,0 —3,3 —6,5 2,40 2,26
1,00, 0,14 1,12 —10,7 —3,2 -2,5 —97 048 0,39
0,39 1,03 —21,7 —3,2 -—2,0 —13,3 2,55 3,34

Ces résultats sont exprimés en 10'? dynes/cm?, sauf y, et y; qui sont sans dimension.

Nous avons tracé la courbe de compressibilité & température ambiante pour Zn, SiO,,
Sn, a partir de 1’équation (4), et nous avons confronté nos résultats aux courbes expéri-
mentales de Bridgman (1948) (°) et McWhan (1965-1967) [(%), ()].

Une théorie au troisi¢éme ordre a I’intérét de faire apparaitre la dilatation thermique,
les coefficients de Griineisen liés & la non-linéarité des vibrations des particules et la
dépendance par rapport a la pression des modules élastiques. Cependant la température
n’apparait qu’implicitement dans 1’énergie libre de vibration et le domaine d’application
de cette théorie reste limité.

Pour prendre en compte de maniére plus compléte les effets thermiques et également
pour atteindre des compressions plus élevées (en supposant qu’il ne se produise pas de
changement de phase), il est nécessaire d’inclure des termes d’ordre supérieur dans le
développement de 1’énergie libre. La théorie du troisiéme ordre telle que nous 1’avons
développée n’est qu’une étape en vue de I’étude, au quatriéme ordre, des effets de pression
sur les solides cristallins appartenant aux systémes qui ont un axe de symétrie principal.

(*) Séance du 28 avril 1975.
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